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Introduction

Cet ouvrage contient I'analyse couramment étudiée dans les années L1L2 des Uni-
versités et dans les deux années des classes préparatoires. Il est formé de 40
fiches, ce que I'on appelait autrefois chapitres, contenant chacune le cours avec
de nombreux exemples et des exercices corrigés. Cet ouvrage d’Analyse est dé-
coupé en quatre grandes parties : fonctions réelles de la variable réelle, intégration
et convergence, topologie et calcul différentiel, équations différentielles. Les prére-
quis sont simplement ceux du Lycée, Terminale S ou ES. La premiére partie reprend
les bases du Lycée, les présentant de fagon plus théorique avec toutes les démons-
trations de niveau L1L2 et se termine par les suites. La seconde partie explore I'in-
tégrale de Riemann, définie et généralisée, les séries, suites et séries de fonctions
et leurs convergences, les intégrales dépendant d’'un parametre avec le théoreme
de convergence dominée (tout en restant au niveau L1L2), les séries de Fourier et
les intégrales multiples. La troisieme partie présente la topologie en dimension finie
et les fonctions de plusieurs variables, avec le théoreme des fonctions implicites et
les courbes paramétrées. La derniere partie présente les équations différentielles
élémentaires sous une forme a la fois compléte mais simple, et les systemes diffé-
rentiels linéaires.

Son originalité et sa modernité viennent de ses deux supports, papier et en ligne.
Le cours et certains exercices immédiats et vitaux sont sur le support papier, mais
chaque fiche renvoie a des données en ligne : certains exemples et certains exer-
cices, avec leurs corrigés, ont été renvoyés en ligne. Il en va de méme de la grande
majorité des démonstrations, renvoyées en ligne. Louvrage contient aussi des
grands problemes récapitulatifs, entierement renvoyés aussi en ligne. Environ 20%
du contenu de I'ouvrage se trouve ainsi en ligne, fichiers PDF.

Cette partie en ligne répond a une exigence actuelle, un livre de mathématiques ne
peut plus étre entierement sur support papier, et doit utiliser les outils des nouvelles
technologies et les logiciels modernes qui remplacent les calculs faits autrefois a
la main. Ces renvois en ligne incitent le lecteur a une curiosité nouvelle et a utiliser
les nouvelles technologies de I'information. Par ailleurs, les textes en ligne sont
aussi plus colorés, plus aérés et conviviaux, puisque la contrainte du nombre de
pages et de couleurs n’a plus grande importance. |l y a par exemple de nombreux
graphiques, courbes et surface en couleur.

Attention, les renvois en ligne concernent des notions aussi importantes que celles
exposées sur papier dans I'ouvrage. Les exemples et les exercices en ligne ne sont
ni des évidences trop simples, ni au contraire des exercices trop compliqués qui
seraient uniquement des compléments. Ce sont des exemples et exercices comme
les autres. On le voit trés bien a leur numérotation dans chaque fiche : elle respecte
une alternance entre les numéros sur papier et les numéros en ligne. Certaines
fiches ont d’ailleurs plus d’exercices en ligne que sur papier.

Certaines démonstrations courtes a lire impérativement en méme temps que
I’énoncé du théoreme se trouvent dans la fiche de cours, sur papier. Les grosses
démonstrations, plus longues ou qui peuvent attendre un peu pour la compréhen-
sion du théoreme, sont systématiquement en ligne.
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D’une fagon générale, cette double découpe de I'ouvrage doit titiller le lecteur et
Iinciter a adopter les deux démarches, une approche visuelle instantanée sur pa-
pier et une recherche (tres rapide en pratique) en ligne.

Un mode d’emploi trés détaillé de I'accés en ligne est donné apres cette introduc-
tion globale.

Il 'y a pas d’ordre imposé par un quelconque programme officiel, comme c’est le
cas dans I'enseignement secondaire. Lordre respecte ici une logique linéaire de
progression des difficultés : en analyse, il est nécessaire de suivre une progression
quasiment imposée, on ne peut pas étudier la deuxieme partie de 'ouvrage avant
la premiere, par exemple. Cela est moins vrai dans le volume d’Algébre de la méme
collection, ot l'arithmétique et les graphes sont quasiment indépendants du restant
de I'ouvrage.

Le volume contient certaines notions marquées , a sauter en premiere lec-
ture. Il s’agit de compléments qui sont intéressants dans 'optique de la poursuite
d’études en année L3 de mathématiques ou bien de simple culture générale. Ce
ne sont pas des notions basiques nécessaires a maitriser en L1L2.

Un formulaire se trouve en fin de volume. |l contient les grandes formules classiques
a maitriser absolument en algebre comme en analyse, la majorité d’entre elles ve-
nant du Lycée. Il contient aussi une liste des instructions basiques du langage Xcas
(logiciel gratuit a télécharger), langage qui est utilisé pour effectuer des calculs ou
des tracés de courbes et surfaces.

| Introduction



Descriptif des ressources en ligne

Le texte papier contient le cours, avec des exemples, les énoncés des théoremes,
certaines démonstrations et des exercices. La partie en ligne contient certains
exemples, la majorité des démonstrations (les plus longues), certains exercices, des
images en couleur ne pouvant pas étre incorporées dans le volume papier noir et
blanc et les problémes récapitulatifs. A chaque fiche papier sont associés a priori
deux fichiers en ligne, I'un contenant les exemples, certaines images couleur et les
démonstrations, le second contenant les exercices renvoyés en ligne et certaines
images couleur. Les fiches ne contiennent pas toutes a la fois des exemples en
ligne, des démonstrations en ligne, des images couleur et des exercices en ligne,
cela dépend de chaque contenu pédagogique. Il y a donc a priori deux liens pour
chaque fiche, mais il y a aussi des fiches avec un seul lien en ligne et quelques
fiches sans aucune ressource en ligne.

Lexistence de ressources en ligne au niveau du cours et/ou au niveau des exercices
est indiquée par les textes J'apprends en ligne pour la partie cours et/ou Je m’en-
traine en ligne pour les exercices.

J'apprends en ligne — (Lien et QR code indiqués)

Celien concerne la partie « cours », et oriente vers les exemples, les démonstrations
et les éventuelles images en couleur de la partie cours de la fiche. Il est donné en
deuxiéme page de la fiche par une adresse et un QR code.

Dans le courant de la partie « cours » de la fiche, pour chaque exemple ou démons-
tration ou image concerné, une indication renvoie vers le complément en ligne,
sans rappeler cette adresse. |l s’agit de :

@ Exemple 3 en ligne

Cette indication renvoie vers I'exemple 3 de la fiche courante, qui se trouve donc
en ligne. Tous les exemples renvoyés en ligne d’'une méme fiche se trouvent en
premiere page du fichier PDF « cours en ligne » associé a la fiche. lls sont classés
par ordre de numéros, a savoir I'ordre de la progression du cours.

@ Démonstration en ligne

Cette indication renvoie vers la démonstration d’un résultat, clairement identifié par
le méme titre/numéro de théoreme dans la fiche papier et dans le fichier PDF en
ligne. Les démonstrations sont aussi dans I'ordre de la progression du cours, et
situées apres la page des exemples.

@ Dessin couleur en ligne

Cette indication suit une image en noir et blanc du cours, reprise en couleur en
ligne, en agrandissant la taille et en utilisant plus de couleurs.

Descriptif des ressources en ligne |
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Je m'entraine en ligne — (Lien et QR code indiqués)

exercices supplémentaires (numéros indiqués)

La seconde partie de chaque fiche papier est consacrée aux exercices, avec d’abord
les énoncés et ensuite les corrigés. Les exercices renvoyés en ligne sont dans un
fichier PDF accessible par le lien et le QR code indiqués comme ci-dessus en téte
de la page des énoncés. Les numéros des exercices en ligne sont précisés dans la
seconde ligne « exercices supplémentaires ».

Prenons (par exemple) le cas de I'indication « exercices supplémentaires 3,5 » pla-
cée en téte de la liste des exercices : elle renvoie vers les exercices 3 et 5 en
ligne de la fiche courante. Dans le cas ou la fiche compte (par exemple) au total
8 exercices, les numéros 3 et 5 sont renvoyés en ligne, et toute la numérotation
est conservée dans la version papier (qui contient donc les exercices numérotés
1,2,4,6,7,8) comme en ligne (les deux exercices sont numérotés 3 et 5). Lidée est
de situer les exercices dans une méme progression pédagogique, pour bien mon-
trer que les exercices en ligne ne sont pas plus difficiles que ceux sur papier, ni de
simples compléments.

Certains exercices du volume papier sont aussi illustrés par une image couleur se
trouvant en ligne, dans le fichier des exercices en ligne de la fiche. Ces images sont
accessibles par l'indication

@ Dessin couleur en ligne

Cette indication suit l'illustration en noir et blanc d’un exercice, reprise en couleur
en ligne, en agrandissant la taille et en utilisant plus de couleurs.

Bibliothéque de courbes et surfaces en couleur

Les fiches 30 et 33 sont illustrées en ligne par des images en couleur représentant
quelques courbes paramétrées et quelques surfaces intéressantes : il s’agit plutot
de culture générale, avec des exemples qui ne sont pas abordés dans le cours. Le
lien vers cette « bibliothéque » de nouvelles courbes ou surfaces est celui donné
au début de chacune de ces deux fiches de cours, et le paragraphe O de ces fiches
rappelle I'existence de cette bibliotheque.

Problémes récapitulatifs —

Les 16 problemes récapitulatifs sont stockés, énoncés et corrigés, dans un méme
fichier PDF, appelé fiche 40 et dont I'acces est précisé a la fin de la page suivante
« Se connecter aux ressources en ligne ».

| Descriptif des ressources en ligne



Se connecter aux ressources en ligne

Voici comment accéder a un fichier PDF se trouvant en ligne.

Prenons I'exemple de la fiche 23, a qui est associée un fichier PDF contenant les
exemples et les démonstrations en ligne de la fiche et un fichier PDF contenant les
exercices en ligne de cette méme fiche. Ce sera le méme principe pour toutes les
autres fiches.

Acces au fichier DMAnalyse23 des exemples + démonstrations : le fichier PDF des
exemples et démonstrations en ligne de la fiche 23 s’appelle DMAnalyse23. On 'y
accede en tapant, dans la barre des adresses du navigateur :

www.lienmini.fr/dmanalyse23

ou bien on scanne le QR code qui se trouve en deuxieme page de la fiche 23 dans
le volume papier. Le lien ci-dessus est aussi rappelé en deuxiéme page de la fiche.
Acces au fichier EXAnalyse23 des exercices : le fichier PDF des exercices en ligne
de la fiche 23 s’appelle EXAnalyse23. On y accede en tapant, dans la barre des
adresses du navigateur :

www.lienmini.fr/exanalyse23

ou bien on scanne le QR code qui se trouve en téte des exercices de la fiche 23
dans le volume papier. Le lien ci-dessus est aussi rappelé au début de la page des
énoncés des exercices.

( D'une fagon générale : A
Tout renvoi en ligne vers un exemple ou une démonstration ou une image couleur (entre autre
les bibliotheques d'images des fiches 30 et 33) se trouvant dans la partie « cours » d'une
fiche est accessible a partir du lien/QRcode placé en deuxieme page de la fiche.

Tout renvoi en ligne vers un exercice ou une image couleur se trouvant dans la partie « exer-
cices » d'une fiche est accessible a partir du lien/QRcode placé en téte de la page des énoncés

S des exercices.

J

Acces aux problemes récapitulatifs : le fichier PDF des problemes en ligne du vo-
lume est accessible en tapant, dans la barre des adresses du navigateur :

www.lienmini.fr/problemesanalyse
ou bien en scannant le QR code suivant :
% ]
s
1
:-|
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Généralités sur R

[ MOTS-CLES : INTERVALLE, VOISINAGE, MAJORE, MINORE, BORNE, SEGMENTS
EMBOITES, BOLZANO-WEIERSTRASS, DENSITE ]

trables en L1L2, et qui seront utilisées parcimonieusement dans les premiéres fiches
de I'ouvrage, et un peu plus ensuite.

o Intervalles et voisinages

& R est constitué des entiers naturels, des entiers relatifs, des nombres rationnels
(delaforme p/q ol p € Z et g € N*) et des autres, les irrationnels comme V2 ou
. Ce sont eux les « plus nombreux ». On a les inclusions N C Z € Q C R.

|Aprés quelques rappels, cette fiche introduit des propriétés fines de R, non démon-

€ Un intervalle d’extrémités a et b, avec a < b, est 'ensemble des réels compris,
au sens strict et/ou large entre a et b. On a l'intervalle ouvert |a,b|, le segment
[a,b] et les intervalles semi-ouverts [a,b] et ]a,b].

@ Une demi-droite | — 00, A[ est I'ensemble des réels strictement inférieurs a A, et
JA, + oo[ est 'ensemble des réels strictement plus grands que A. On définit de
méme | — 00, A] et [A, + oal.

Un voisinage d'un réel «: est une partie de R contenant un intervalle ouvert |z — h,zo + h[
de centre z.

Méthodologie

On se contentera de prendre pour voisinages de z, les intervalles ouverts |z — h,zo + h[
de centre z,. L'expression « au voisinage de x, » signifie donc « dans un intervalle ouvert
bien choisi de centre x, ». On ne précise pas, en général, le rayon A de cet intervalle.

Exemple 1: Soit a > 0. Il existe un voisinage de a ne contenant que des nombres
strictement positifs. Par exemple Ja — a/2,a + a/2[=]a/2,3a/2].

Exemple 2 : Au voisinage de x, = 2, la quantité z? — 3 est strictement positive. ||
suffit de se placer dans ]1.9;2.1].

Un voisinage de —oo est une demi-droite ] — oo, A[ et un voisinage de +oo est une demi-
droite | A, + ool.

Exemple 3 : Au voisinage de +o00, on a z — 45sinxz > 0. Il suffit de se placer sur
145, + oof, puisque —1 < sinz < 1.

Généralités sur R |
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Méthodologie

En pratique, au voisinage de veut dire tout prées de. Au voisinage de x, sous-entend que le

rayon h est « tres petit ». Au voisinage de +-oo sous-entend que A est positif « trés grand »
et au voisinage de —oo sous-entend que A est négatif de « tres grande valeur absolue ».

9 Partie majorée, minorée, bornée

@ Dans tout ce paragraphe, E est une partie non vide de R, différente de R.

2.1 Partie majorée

On dit que E est majorée quand il existe un réel A7 supérieur ou égal a tous les éléments de
E:
(IM e R)(Vx € E)(x < M).

Un tel réel M s'appelle majorant de E.

@ Si M est un majorant de E, tout réel M’ > M est encore un majorant de E.

Exemple 4 : Tout intervalle E d’extrémités a et b est majoré, I'extrémité supérieure b
étant un majorant de E. Uensemble des réels x vérifiant 2 — 3z < 67 est majoré par
10, comme le montre une étude rapide de fonction. La partie N n’est pas majorée.

@ Dire que le réel u n’est pas un majorant de E signifie qu’il existe au moins un
élément = de E qui est strictement plus grand que p.

2.2 Partie minorée

On dit que E est minorée quand il existe un réel m inférieur ou égal a tous les éléments de
E:
(Im e R)(Vz € E)(m < z).

Un tel réel m s'appelle minorant de E.

@ Sim estun minorant de E, tout réel m’ < m est encore un minorant de E.

Exemple 5 : Tout intervalle E d’extrémités a et b est minoré, I'extrémité inférieure a
étant un minorant de E. Lensemble des réels z vérifiant 2® — 3z > 67 est minoré
par 2, comme le montre une étude de fonction. La partie Z n’est pas minorée, et la
partie N est minorée.

2.3 Partie bornée

On dit que E est bornée quand elle est a |a fois majorée et minorée :
Fm,M eR)(Vz € E)(m <z < M).

@ Une partie est bornée si et seulement si elle est incluse dans un segment [m, M].
D’ailleurs, le mot « segment » est une abréviation de «intervalle fermé borné ».

8 | Généralités sur R



Exemple 6 : Tout intervalle d’extrémités a et b est borné. Lensemble des solutions
de I'inéquation —12 < x® — 34cosz < 53 est borné : il est inclus dans I'ensemble
des solutions de —12 — 34 < x® < 53 + 34, qui est un intervalle borné.

Point d'interrogation

Sachant qu'une partie majorée admet une infinité de majorants, y en a-t-il un « plus inté-

ressant » que les autres ? Sachant qu'une partie minorée admet une infinité de minorants, y
en a-t-il un « plus intéressant » que les autres?

& Cette question fondamentale a une réponse dans les deux paragraphes sui-
vants.

e Borne supérieure d'une partie non vide majorée

@ Prenons une partie non vide E majorée (par exemple) par M = 1. Dire, ce qui
est vrai, que E est majorée par 2.567 ne présente aucun intérét, car 2.567 est
«plus loin de E que 1», puisque E est incluse par hypothese dans | — oo,1]. Il
est bien plus intéressant de regarder si des réels plus petits que 1 sont encore
des majorants de F, histoire de « se rapprocher de F ».

@ Parmi tous les majorants de E, celui qui serait le plus intéressant est celui qui
est « le plus proche possible de E » : un nombre qui est plus grand que tous les
éléments de E, mais qui en est « tout pres » : ce doit étre le plus petit majorant
possible de E. Le théoreme fondamental suivant assure son existence :

Théoreme de la borne supérieure.

Toute partie non vide majorée de R admet un majorant plus petit que tous les autres majo-
rants. On I'appelle borne supérieure de I, et on le note sup E.
Attention, en général, sup F n'appartient pas a .

@ Cethéoréme estadmis: on ne peut le démontrer qu’avec une construction com-
plete de R a partir des rationnels.
@ Ecrire que M = sup E demande donc deux choses :

— M estun majorantde E: (Vx € E)(xz < M).

— Un réel strictement inférieur a M, que I'on peut noter M — ¢, n’est pas un
majorant de E : il existe donc au moins un élément x € E supérieur ou égal
aM—e.

On peut résumer ceci dans le point suivant :

Méthodologie

Le réel M est |a borne supérieure de E si et seulement si :
- (VzeE)(z<M).
— Pourtout e > 0, le segment [M — &,M] contient au moins un élément de E.

GénéralitéssurR | 9



@ La borne supérieure est dans E si et seulement si E admet un plus grand élé-
ment, et la borne supérieure est ce plus grand élément.

Exemple 7.a: Cestle cas de E =]0,1]oude E = {1,1/2,1/3,1/4,--- },ousup E =1

est dans E.

@ Si E est une partie finie de R, elle admet évidemment un plus grand élément,
qui en est donc la borne supérieure.

@ Le seul cas vraiment intéressant de borne supérieure est lorsque E est infini et
ne possede pas de plus grand élément.

Méthodologie et Philosophie

La borne supérieure de F est le réel qui « remplace » le plus grand élément de E lorsque E
n'en a pas.

Exemple 7.b : Soit E = {1/2,2/3,3/4,4/5,---} 'ensemble de tous les réels de la
forme | —1/n pourn > 2. E est clairement majoré par 1, et sup E est donc inférieure
ou égale a 1. Tout segment [1 — ¢,1] contient au moins un élément de E : il suffit de
prendre n > 1/e. On a donc sup E = 1, et elle n’appartient pas a E.

Exemple 8 : La borne supérieure d’un intervalle d’extrémités a et b est égale a b.
Elle appartient a I'intervalle dans les cas ]a,b] et [a,b], mais n’en fait pas partie dans
les cas |a,b| et [a,b].

o Borne inférieure d'une partie non vide minorée

@ On aun résultat analogue pour les parties non vides et minorées de R, ol c’est
le plus grand minorant de E qui est intéressant.

Théoreme de la borne inférieure. Toute partie non vide minorée de R admet un mi-
norant plus grand que tous les autres minorants. On |'appelle borne inférieure de £, et on le
note inf .

Attention, en général, inf E n'appartient pas a .

@ Ecrire que m = inf E demande donc deux choses :

— mestun minorantde E: (Vz € E)(m < x).

— Un réel strictement supérieur a m, que I'on peut noter m + ¢, n’est pas un
minorant de E : il existe donc au moins un élément x € E inférieur ou égal a
m+ €.

On peut résumer ceci dans le point suivant :

Méthodologie

Le réel m est la borne inférieure de E si et seulement si:
- (Vz e E)(m < x).
— Pourtout & > 0, le segment [m,m + ¢] contient au moins un élément de E.

10 | Généralités sur R



@ La borne inférieure de FE n’a aucune raison d’appartenir & E. Elle en fait par-
tie lorsque E possede un plus petit élément : par exemple infla,b[= a. Le cas
intéressant est celui ou inf £ n"appartient pas a E. Voici un exemple de la vie
sportive trés parlant :

Exemple 9.a : Supposons que la vie sur terre soit éternelle, et appelons E I'en-
semble des performances, sur I'éternité, au 100m. C’est un ensemble non vide
contenant une infinité d’éléments, la vie étant supposée durer indéfiniment sur
terre. E est clairement minoré par un nombre strictement positif : aucun homme
ne courra le 100m en moins de (par exemple!) un centieme de seconde. E admet
donc une borne inférieure m supérieure ou égale a 0.01, appartenant ou non a E.
Interprétons les conditions caractérisant la borne inférieure :

Exemple 9.b :

() Personne ne mettra jamais, au grand jamais, moins de m secondes pour courir
100m.

(i) Dire que m € FE signifie qu’il existera un jour un homme établissant le record du
monde universel : il ne sera jamais battu.

(iii) Dire que m ¢ E signifie la chose suivante : personne ne mettra jamais m se-
condes pour courir 100m, mais pour tout ¢ > 0, il y aura un homme qui mettra
moins de m + ¢ secondes : on s’approchera indéfiniment prés de m. Tout record
du monde sera temporaire, systématiquement battu plus tard.

Exemple 9.c : La valeur m existe, les mathématiques le disent, mais elle est incon-
nue. Les différents records du monde actuellement battus les uns apres les autres
s’approchent de m, vraisemblablement...

Exemple 9.d : On peut en dire autant pour la borne supérieure. Lensemble F' conte-
nant le nombre de victoires d’un coureur sain au tour de France est un ensemble
non vide dont on peut raisonnablement admettre qu’il est majoré par 100, méme
si 'espérance de vie augmente ... Il possede donc une borne supérieure, qui est
d’ailleurs son plus grand element, puisque I'on est dans les entiers. Actuellement,
on sait que sup F' > 5 (5 victoires pour Anquetil, Mercks, Hinault, Indurain). Mais ce
nombre 5 est-il la borne supérieure de F'? Réponse dans une éternité!

e Théorémes sur les suites monotones

@ Voici les grands théorémes, qui seront démontrés grace a la borne supérieure/
inférieure, dans le chapitre sur les suites :

Théoreme 1. Une suite croissante converge si et seulement si elle est majorée. Une suite
décroissante converge si et seulement si elle est minorée.

@ Ce théoréme s’énonce géométriquement d’une facon trés parlante. On dit
qu’une suite ([ambn]) de segments est emboitée quand on a les inclusions

[a1,b1] D [az2,b2] D [as,bs] D+ D [an,bn] D [any1,bni1] D -+
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@ Lénoncé géométrique est maintenant :

Théoréme 2. Soit ([an,bn]> une suite de segments emboités dont |a longueur b,, — a,,
tend vers 0. Alors il existe un et un seul réel appartenant a tous les segments.

Ce théoreme sert par exemple a démontrer le théoreme des valeurs intermé-
diaires pour une fonction continue.

@ Une suite croissante non majorée tend vers +oco et une suite décroissante non
minorée tend vers —oo.

e Point d'accumulation d'une partie infinie de R

On dit que a est un point d'accumulation de la partie E lorsque tout voisinage de « contient
une infinité de points de E.

Exemple 10 : Le réel 1 est point d’accumulation de I'ensemble E = {1/2,2/3,3/4,
4/5,---} déja rencontré. On voit assez facilement que c’est le seul. Cela vient du
fait que E est ’ensemble des termes d’une suite convergeant vers 1.

Exemple 11: Tout réel de [0,1] est point d’accumulation de E =]0,1].

Exemple 12 [admis] : Tout réel est point d’accumulation de I’ensemble Q des ration-
nels. Cela signifie que tout intervalle réel non réduit a un point contient une infinité
de nombres rationnels. De méme, tout réel est point d’accumulation de 'ensemble
R\ Q des irrationnels : tout intervalle réel non réduit a un point contient une infinité
de nombres irrationnels.

-
(=9 y 0 .
o Théoréme de Bolzano-Weierstrass

@ Ce théoréme admet deux énoncés équivalents, mais trés importants tous les
deux:

Bolzano-Weierstrass 1.
Toute partie infinie et bornée de R admet au moins un point d'accumulation.

Bolzano-Weierstrass 2.
Toute suite bornée contient une sous-suite convergente.

@ Cet énoncé signifie que si la suite {z,,} est bornée, on peut trouver une infinité
d’entiersn; < ny, <ns < --- < ny--- tels que la suite (wnk> converge vers une
limite finie.
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Exemple 13 : La suite de terme général u,, = sinn ne converge pas. Mais, comme
elle est bornée, elle contient au moins une sous-suite convergente.

& Cethéoréme intervient dans des démonstrations théoriques, par exemple celle
disant que toute fonction continue sur un segment y présente un minimum et
un maximum.

0 Théorémes de densité

[Une partie E est dite dense dans R quand tout intervalle ouvert contient une infinité de]

points de E.

Exemple 14 : Lexemple 12 signifie que Q est dense dans R, et de méme pour I'en-
semble des irrationnels.

Exemple 15 [admis] : La notion de valeur décimale approchée a 10" pres d’un réel
signifie que 'ensemble des nombres décimaux, a savoir des rationnels de la forme

——, est dense dans R.
10"

Exemple 16 [admis] : Lensemble des termes de la suite (sinn) est dense dans
[—1,1]. Tout intervalle ouvert inclus dans [—1,1] contient une infinité de termes de
la suite.
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Calculer, si elles existent, les bornes inférieures et supérieures des parties sui-
vantes, et dire si elles appartiennenta £ ou non:

1. FE, =] - 74 U{12}; By =] — 00,3[N[—2,9]; E3 =] — 00,3[U[—2,9].

2. E,={zxeR|2? <2}

Soit E 'ensemble des réels de la forme 0,a,a.a3 - - - ou les décimales a; vérifient (i)
a; + as + az = 11, (i) il y a seulement un nombre fini de décimales non nulles.

1. Quelle est la plus grande valeur possible de a,, et pour cette valeur la plus
grande valeur possible de a,, puis de a3 ?

2. Donner le plus grand nombre possible appartenant a E' et dont toutes les déci-
males sont nulles a partir de a;. Idem a partir de ag, a partir de a;. Généraliser.

3. Donner la valeur de sup F. Est-elle dans E?

Soit £/ 'ensemble des réels de la forme 1/n + 1/m ou n,m sont des entiers supé-
rieurs ou égaux a 1.

1. Montrer que E posséde un plus grand élément, et en déduire sup E.

2. Donner un minorant évident de E. En regardant les éléments de E correspon-
dant a n = m, calculer inf E.

3. Montrer que 0 est un point d’accumulation de E.

On se donne [ag,by] = [0,1], et on construit une suite de segments [a,,b,] de la
facon suivante : on coupe [a,,b,] en trois parties égales, et on en choisit une aléa-
toirement : on I'appelle [a,1,b, 1], €t on itére le processus.

1. Montrer qu’il existe un et un seul réel appartenant a tous les segments [a,,,b,].
2. Donner ce réel (i) lorsque 'on prend systématiquement le premier tiers de
chaque segment (i) quand on prend systématiquement le troisieme tiers (iii) quand
on prend systématiquement celui du milieu.
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1. infEy = —7 n’est pas dans F; et sup F; = 12 est dans Ej.

Ona E> = [—2,3[, avec inf E; = —2 qui est dans E» et sup E2 = 3 quin’y est pas.

Ona E5 =] — 00,9] : il "ladmet pas de borne inférieure car il n’est pas minoré, et sup 5 = 9
est dans Fjs.

2. Ona FEy =] — \/5,\/5[ OnainfEy = —v/2 et sup E4 = /2, et elles ne sont pas dans
E,.

Exercice

1. Il s'agit de a1 = 9, suivi de as = 2 et de a3 = 0. Les nombres les plus grands de £
commencent par 0,920.

2. |l s’agit de 0,9209 puis de 0,92099 puis de 0,920999 et ainsi de suite, avec rien que des
9, mais en nombre fini, a partir de a4.

3. sup E estinférieure ou égale a 0,921, puisque les nombres les plus a droite dans £ com-
mencent par 0,920. Mais sup £ doit étre supérieure ou égale a tous les 0,920999999999 . .. 9.
On a exactement sup E = 0,921, puisque 0,9209999999 avec n chiffres 9 a partir de a4 est
égala 0,921 — 10~ " 3. Tout intervalle [0,921 — £,0,921] contient au moins un élément de E.
Elle n’est pas dans E puisque a1 + a2 + az = 12.

1. Pourn = m = 1, on a le plus grand élément de F, qui est 2 : c’est donc la borne
supérieure de E.

2. FE est minoré par 0, puisque tous ses éléments sont positifs. Les éléments de la forme
1/n+1/n = 2/n forment une suite qui tend vers 0. Tout segment [0,0 4 €] contient donc au
moins un élément de FE, il suffit de prendre n > 2/c et I'élément 1/n + 1/n. On a les deux
conditions affirmant que 0 est la borne inférieure de E.

3. Lintervalle | — ¢,g[ contient tous les éléments 1/n + 1/n lorsque n > 2/e, ce qui en fait
une infinité. Tout voisinage de 0 contient une infinité d’éléments de E : c’est la définition du
point d’accumulation.

1. Par construction, on a [an+1,bn+1] C [an,bs]. On a une suite de segments emboités.

Par ailleurs, on a b,+1 — an+1 = (bn — a,)/3, a savoir (suite géométrique de raison 1/3),

b, — an, = 1/3”. Les longueurs des intervalles tendent vers 0. Le théoreme des segments

emboités affirme qu’il existe un et un seul réel commun a tous les segments.

2. () Onalai,bi] = [0,1/3],[az,bs] = [0,1/9],[as,b3] = [0,1/3?] etainside suite, [a,bn] =
[0,1/3"]. Le réel commun est 0.

(i) De fagon analogue, on a [a,,b,] = [1 — 1/3",1], et le réel commun est 1.

(i) On voit ensuite que [an,by,] est le segment de longueur 1/3™ centré en 1/2, puisque
[@n+1,bn41] €St toujours centré au milieu de [an,b,]. Le réel est donc 1/2.
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OUR
Généralités sur les fonctions

[ MOTS-CLES : PARITE, PERIODE, GRAPHE, IMAGE DIRECTE, RECIPROQUE,

INJECTION, BIJECTION, MAJOREE, MINOREE, BORNEE, VARIATION, TAUX
D'ACCROISSEMENT, EXTREMA, COMPOSITION ]

Une fonction réelle de la variable réelle est une application f d'une partie D de R
dans R. Cette partie D est le domaine de définition de f, et c'est généralement une
réunion d'intervalles.

o Généralités

@ Ne pas confondre la fonction f avec le résultat f(x). La fonction est le processus
associant a chaque réel x € D le nombre f(z). Donc, ne jamais parler de «la
fonction f(z) », mais de «la fonction f définie par f(x) = v/ +3 — sinz» ou
analogue. On peut aussi écrire «soit f : x € D — /x + 3 — sinz ».

€ Limage directe par f d’une partie A du domaine de définition est 'ensemble des
f(z) lorsque x décrit A. On la note f(A), etonadonc f(A) = {f(z) |« € A}

Exemple 1:Soit f : z € R+ sinz. On a f([0,7/6]) = [0,1/2]. Pour g :  — 2, on a
g([_2a1]) = [074}

Exemple 2: f(D), ou D estle domaine de définition de f, est ’ensemble des valeurs
prises par f.

€ Limage réciproque par f d’une partie B de R est 'ensemble des x € D tels que
f(z) € B.Onlanote f~'(B),etonadonc f~'(B) ={z € D| f(z) € B}.

Exemple 3 : Pour f : x € [0,27] — sinx, ona f~*([0,1/2]) = [0,7/6] U [57/6,7].

Méthodologie

On étudiera en fiche 5 a quelle condition I'image directe d'un intervalle est un intervalle.
L'exemple 3 montre que I'image réciproque d'un intervalle n'a aucune raison d'étre un
intervalle.

@ La courbe représentative de la fonction f est 'ensemble des points du plan de
coordonnées (z,f(z)) lorsque x décrit D. En abrégé, on parle souvent de la
«courbe y = f(x) » ou bien du graphe de f, bien que ce soit un peu un abus de
langage.

Exemple 4 : La courbe représentative d’une fonction f : x € R — az? + bx + c est
une parabole.

9 Fonction paire, fonction impaire

Ces deux notions supposent que le domaine de définition D vérifie la propriété de
«symétrie du domaine de définition » : (Vz € D)(—x € D).
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La fonction f est paire lorsque, pour tout 2z € D,ona f(—z) = f(x). Elle est impaire
lorsque, pourtout z € D,ona f(—x) = —f(x).

Exemple 5 :[on estavec D = R]

Les fonctions x — x™ sont paires lorsque n est un entier pair et impaires pour

n entier impair, ce qui justifie la terminologie. La fonction sinus est impaire et la

fonction cosinus est paire. La fonction « — xsinz est paire, comme produit de

deux fonctions impaires, d’apres la regle des signes.

@ Pour une fonction paire f, les points (z,f(x)) et (—x,f(—x)) = (—z,f(x)) sont
symétriques par rapport a 'axe des ordonnées : celui-ci est axe de symétrie de
la courbe.

@ Pour une fonction impaire f, les points (z,f(z)) et (—x,f(—x)) = (—x, — f(z))
sont symétriques par rapport a I'origine O : I'origine est centre de symétrie de
la courbe.

Méthodologie

[l vaut mieux étre en axes orthonormés pour bien visualiser ces symétries. On peut se
contenter d'étudier une fonction paire ou impaire sur [0, + oo|, et de compléter la courbe
par symétrie.

& Attention, la majorité des fonctions ne sont ni paires ni impaires : penser a x
x4+ 1.

e Fonction périodique

[ La fonction f est périodique quand il existe un réel 7 > 0 tel que f(x + T) = f(x) pourj

tout =z du domaine de définition. Le nombre 7" est une période de f.

@ Cecisous-entend que pourtoutz € D, alorsz+ 1T € D.

Exemple 6 : Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période T' = 27 :
sin(x +27) = sinx et cos(z + 27) = cos x pour tout . La fonction tangente, définie
sur R privé des points 7/2 + km par  — (sinx)/ cos z, est périodique de période
T =, puisque sin(x + 7) = —sinx et cos(x + 7) = — cos x.

@ Si T est une période de f, alors 27,3T, - - - sont encore des périodes de T. Il y
a donc une infinité de période, mais la plus intéressante est la plus petite.

@ Exemple 7.a en ligne

@ Exemple 7.b en ligne

€ Quand on connait la fonction f, et en particulier sa courbe représentative, sur
un intervalle quelconque [a,a + T, on la connait partout. On obtient la courbe

N . . — .
complete en effectuant des translations horizontales de vecteur T 7 . Il suffit
donc d’étudier la fonction sur un intervalle bien choisi de longueur T', en utilisant
par exemple la parité éventuelle de la fonction.
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Exemple 8 : La fonction z — 5cos2x — 3cosx + 4 est périodique de période 27,
et paire. On I'étudie donc sur [0,7] seulement, on compléte avec une symétrie par
rapport a I'axe vertical, puis on effectue les translations horizontales de longueur
2km, ou k € Z.

o Quelques fonctions courantes a connaitre

1. Les fonctions affines x — ax + b.

2. Les fonctions puissances = +— f,(x) = z™. Elles sont définies sur R, paires si n
est un entier pair et impaires sinon.

3. Les fonctions racines z — f,(x) = ¥/z. Elles sont définies sur R si n est impair,
mais uniqguement sur [0, + oo[ si n est pair. Si n est impair, f,, est une fonction
impaire : ¢/—8 = —2 = — /8.

4. Les fonctions z ~ zP/9 ol p et ¢ sont deux entiers relatifs, ¢ > 0. Elles sont
définies a priori uniquement sur |0, + ool, par la formule z#/? = {/zr = (Yx)?.

5. Les fonctions polyndmes, et les fractions rationnelles (quotient de deux poly-
noémes).

6. Les fonctions trigonométriques sinus, cosinus et tangente : elles sont pério-
diques.

7. La fonction logarithme x +— In 2z définie sur |0, + oo| et la fonction exponentielle
x — exp(z) = e”, définie sur R tout entier.

8. Les fonctions hyperboliques : on définit shaz = (e” — e~*)/2, fonction impaire et
chx = (e*+e77) /2, fonction paire. On lit « sinus hyperbolique » pour la premiere
et « cosinus hyperbolique » pour la seconde. Elles vérifient ch’2z — sh?z = 1
pour tout x. Leurs propriétés rappellent beaucoup celles des fonctions sinus et
cosinus.

9. La fonction « partie entiere », étudiée dans la fiche suivante : c’est le plus grand
entier E(z) inférieur ou égal au réel . A peu prés I'unique fonction définie sur
R et a valeurs dans Z.

Méthodologie

Les fonctions données par des formules explicites, et étudiées couramment, sont des
sommes, produit, quotient, composées des fonctions basiques énumérées ci-dessus.

Fonction minorée, majorée, bornée

© Dans ce paragraphe, f est définie sur un domaine D, et E est une partie de D.
@ Fonction majorée sur F :

[La fonction f est majorée sur £/ quand il existe un réel M tel que f(z) < M pourtout]
re k.

Un tel réel M s’appelle majorant de f sur E. Il n’est pas unique, puisque tout
réel M’ > M est encore un majorant de f sur F.

18 | Généralités sur les fonctions



€ Fonction minorée sur E :

[La fonction f est minorée sur £ quand il existe un réel m tel que f(xz) > m pour tout]
r € FE.

Un tel réel m s’appelle minorant de f sur E. ll n’est pas unique, puisque tout réel
m’ < m est encore un minorant de f sur E.

Méthodologie
Dire que f est majorée sur £ signifie que f(E) = {f(x) | = € E} est une partie majorée

de R. Dire que f est minorée sur E signifie que f(£) est une partie minorée de R.

& Fonction bornée sur E :

C La fonction f est bornée sur £/ quand elle y est a |a fois minorée et majorée. )

Exemple 9 : La fonction x + 1/z est minorée (par m = 0) sur |0, 4+ oo[, mais elle
n’est pas majorée. Par contre, elle est majorée (par M = 0) sur | — 00,0, mais elle
n’y est pas minorée.

3sin
Exemple 10 : La fonction [ : z — x+—8x est bornée sur E = [10, + oo[ puisque
X

0<z—3<z+3sinz<z+3<z+8etdoncl< f(z) <1lsurkE.

@ Silonam < f(x) < M sur E,onaaussi|f(x)] < max(|m|,|M]) : la fonction |f|
est majorée. Réciproquement, si | f| est majorée, a savoir si |f(z)| < C sur E,
alorsona —C < f(z) < Csur E et f est bornée.

Méthodologie
Une fonction est bornée sur E si et seulement si sa valeur absolue est majorée sur E.

Sens de variation sur un intervalle, taux
d'accroissement

@ Fonction croissante sur I'intervalle Z.

La fonction f est croissante sur l'intervalle Z quand elle respecte les inégalités, a savoir
lorsque =, < @, implique f(x,) < f(x5).

Exemple 11: La fonction carré z — z? est croissante sur [2,5], mais elle n’est pas
croissante sur [—2,1], puisque —2 < 1 mais f(—2) > f(1).
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f(zs) — f(1)

Ty — T

Cela équivaut a dire que pour tous =y # z, dans Z, la quantité est positive

ou nulle.

@ Fonction décroissante sur I'intervalle Z.

La fonction f est décroissante sur I'intervalle Z quand elle renverse les inégalités, a savoir
lorsque x, < @, implique f(z,) > f(xa).

Exemple 12 : La fonction carré x — a? est décroissante sur [—5, — 2].

f(z2) = f(21)

Lo — T

Cela équivaut a dire que pour tous x, # x, dans Z, la quantité est négative

ou nulle.

@ La croissance est stricte lorsque =, < z, = f(z,) < f(z2); la décroissance
est stricte lorsque x; < 2y = f(z1) > f(z2).
@ Sens de variation d’une fonction sur son domaine de définition :

Etudier les variations de f consiste, entre autre, & trouver les intervalles ol elle est croissante
et ceux ol elle est décroissante.

Exemple 13 : Une étude poussée via la dérivée montre que f : x — 2® — 3x + 78
est croissante sur ] — oo, — 1[, décroissante sur | — 1,1] et croissante sur |1, + oa|.

Point Danger

On parle de la monotonie d'une fonction sur chaque intervalle du domaine de définition. Sur
un domaine qui n'est pas un intervalle, la notion de monotonie n'a globalement pas de sens.

Exemple 14 : La fonction z — 1/ est définie sur R*. Elle est décroissante sur |—o0,0[
etsur0,+o0[, mais elle n’est pas décroissante sur R*, puisque —1 < 1 mais f(—1) <

fQ).

Si x,,7, appartiennent & un méme intervalle du domaine de définition, la quantité
f(xz) - f(xl)

Ty — I

s'appelle taux d'accroissement de f entre z; et .

@ Le taux d’accroissement intervient énormément dans la notion de dérivée. En
physique, quand x est le temps et f(z) la distance parcourue entre les temps
0 et x, le taux d’accroissement entre x, et x, est la vitesse moyenne sur cet
intervalle de temps.
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o Extrema locaux ou absolus

La fonction f présente un minimum local en 2, quand il existe un voisinage |zo — h,zo + h[
surlequelona f(x) > f(xzo).

Elle présente un maximum local en x, quand il existe un voisinage |z, — h,z + h[ sur
lequel on a f(z) < f(zo).

@ Le terme « extremum » signifie maximum ou minimum, sans plus de précision.

Exemple 15 : La fonction f : x — 23 —3x+ 78 présente un maximum localenz = —1
et un minimum local en z = 1.

Exemple 16 : La fonction z — (e* — e~ ")/(e” 4+ e~*) ne présente aucun extremum
sur R

@ Iy a un rapport étroit entre le sens de variation et les extrema locaux :

Si f est croissante a gauche de z, et décroissante a droite, elle présente un maximum local
en Zo.

Sielle est décroissante a gauche de x, et croissante a droite, elle présente un minimum local
en Zg.

& Cette situation correspond a 'immense majorité des cas. Mais il y a des cas
particuliers plus étranges :

@ Exemple 17 en ligne

@ Silona f(z) < f(x,) pour tout x € D, on parle de maximum absolu en z, et si
lona f(zo) < f(z) pour tout x € D, on parle de minimum absolu en x.

Exemple18: f : z — z?—1 présente un minimum absoluenz = 0,etg : x — —22+1
présente un maximum absolu en x = 0. Ces extrema ont lieu au sommet de chaque
parabole.

Méthodologie

Tres souvent, on omet les adjectifs « local » ou « absolu » pour parler simplement de
maximum ou minimum.

Fonction injective, bijective

@ Fonction injective de E dans F.

1 = To.

[On dit que f estinjective sur E lorsque la relation f(z,) = f(z2), 00 z,25 € E, impquue]
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@ Celaéquivautadire que z; # r, = f(z,) # f(;). Graphiquement, une droite
horizontale coupe la courbe y = f(x) en au maximum un point.

Exemple 19 : La fonction sinus n’est pas injective sur [0,2x], puisque sinw/6 =
sin 57/6, mais elle est injective sur [—7/2,7/2].

¢ Bijectionde E sur F.

Soit f définie sur £ et F" une partie de R. On dit que £ est une bijection de £ sur F lorsque,
pourtout y € F', il existe un et un seul x € E'tel que y = f(x).

Exemple 20 : La fonction sinus est une bijection de [—7 /2,7 /2] sur [—1,1], mais n’est
pas une bijection de [0,7] sur [0,1] (puisque sin /4 = sin 37 /4) ni une bijection de
[—m/2,7/2] sur [—2,3], puisque I'équation sinz = 3/2 n’a pas de solution.

Méthodologie
Cette notion est reprise en détail dans la fiche 9 sur les fonctions réciprogues.

o Composition des fonctions

Lorsque les domaines de définition lui donnent un sens, la composée g o f est la fonction
définie par g o f(z) = g(f(:c)).

Exemple 21: Soit f : R — [—1,1] définie par f(z) = sinxz et g : [—1,1] — R définie
par g(u) = 3u — /1 —u?. La composée g o f a un sens et est définie sur R par
go f(z) = g(sinz) = 3sinz — V1 —sin®z, soitgo f(x) = 3sinz — | cos z|.
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Donner les domaines de définitions des fonctions définies par

3x —5 [1—2x sin 5z
= —-— = — h = ——
f@) Var =5 +6 9(@) 1+a’ (2) 2z + |z — 1]

On définit f sur R par f(x) = 2® —4x — 7.
1. Donner I'expression du taux d’accroissement de f entre deux réels z; et x,.

2. Montrer que f est décroissante sur ] — co,2[ et croissante sur ]2, + oo[. Qu’a-t-on
enz =27

Soit f :  — 2z — cos z. On admettra que | cos u — cosv| < |u — v| pour tous u,v.
1. Montrer, avec la définition, que f est strictement croissante sur R.

2. Montrer que quel que soit A > 0, il existe x; tel que f(x;) > A et que quel que
soit B < 0, il existe xz, tel que f(z,) < B.

3. En admettant (continuité) que f(RR) est un intervalle au sens large, quel est-il?
4. Montrer que f est injective, puis que c’est une bijection de R sur R.

1. On définit f sur R par f(z) = ——— f|m|-

donner un majorant et un minorant de f sur R.

2. Trouver, en revenant a la définition, le sens de variation de f sur [0, + oo[ et en
déduire celui sur | — 00,0].

Etudier la parité de f. Majorer |f(z)| et
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La fonction f est définie si et seulement si z? — 5z + 6 est strictement positif, i.e. sur

] — 00,2[U]3, 4+ oo.

Pour g, c’est lorsque  # —let (1 —x)/(1 4+ x) > 0,i.e.sur| — 1,1].

La fonction h est définie quand 2z + |z — 1| # 0.

— Pourz >1,0ona2zx+ |z —1| =2z +x — 1 = 3z — 1, qui ne s’annule pas sur [1, + oo].

- Pourz <1l,ona2x+|z—1| =2x+1—x =x+ 1, quisannule en x = —1. La fonction
est définie sur | — oo, — 1[U] — 1, + oo].

1. Le taux d’accroissement est donné par
_ (23 —4xo — 7) — (2 — 421 — 7) _ x2 — 23 — 4(x2 — 11) gt — 4
T2 — 1 X2 — 1
2. Pourxy,z2 € [2,400[,0naz1+x2 > 4 etle taux d’accroissement est positif : la fonction
est croissante. Pour 1,72 €] — 00,2], on a z1 + 22 < 4, et le taux est négatif : la fonction
est décroissante. On ne peut rien dire lorsque ;1 < 2 et x2 > 2, par contre. En z = 2, 0n a
un minimum local, puisque la fonction est décroissante a gauche puis croissante a droite.

1. Prenonsx; < x3.0na

f(l‘z) = f(l‘1) = 2(1‘2 o fEl) e (COS To — COS$1) Z 2|1‘2 o l‘1| e |ZK2 = .171|
qui est donc une quantité positive. La fonction est croissante sur R.
2. Ona f(z) > 2z — 1 et f(x) < 2z + 1, puisque le cosinus est compris entre —1 et 1.
Pourzy > A/2+1/2,0na f(x1) > A.Pouras < B/2 —1/2,0na f(x2) < B.
3. Pourtout A > 0et B < 0, 'image de [B/2—1/2,A/2+ 1/2] contient les points A et B,
et donc tout le segment [B,A] d’aprés le rappel de continuité admis pour 'instant. Limage
f(R) contient tout segment [B,A] avec B < 0 et A > 0: c’est R tout entier.
4. Larelation f(xz1) = f(x2), a savoir 2(z1 — 22) = cos z1 — cos x» implique 2|z — 22| =
| cos x1—cos x|, etdonc 2|z —x2| < |z1—x2|. Ceci est possible uniquement avec x1 = 2,
et f estinjective. Comme f(R) = R, pour tout y € R I'’équation y = f(z) admet au moins
une solution z. Comme f est injective, cette solution est unique. On a la définition d’une
bijection de R sur R.

1. Comme | — z| = |z|, la fonction f est impaire. On a |f(z)| = = _||_Z||x|
que 1, puisque 1 + |z| > |z|. Cela signifie que —1 < f(x) < 1:la fonction est minorée par
—1 et majorée par 1.

2. Sur [0, + oof, on a f(z) = %ﬂ On en déduit f(z) — f(a1) =

qui est plus petit

o — I .
(1 +z)(1 4 22)
cette quantité est positive pour tous 0 < 1 < x2, ce qui signifie que f est croissante sur
[0, + ool
Comme f est impaire, la fonction est encore croissante sur | — 00,0] : soient en effet y; <
y2 < 0:ona f(y2) — f(y1) = —=(f(—y2) — f(—y1)), avec 0 < —y» < —y;. La différence
f(=y2) — f(—w1) est alors négative et f(y2) — f(y1) est positive.
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Limites finies

[ MOTS-CLES : LIMITE FINIE, ENCADREMENT, COMPOSITION, OPERATIONS,
CONTINUITE, PROLONGEMENT ]

On définit lim f(x) = ¢, ou f est une fonction réelle de la variable réelle, définie
J:—):EO

au voisinage de x,, mais pas nécessairement en z, ou bien au voisinage de z, =
—oo ou de z, = +oo. Mais £ est un réel dans toute cette fiche. La fiche suivante
regardera les limites infinies.

o Introduction naturelle et imagée de la notion de limite

@ On a envie de dire que f tend vers £ quand z tend vers z, lorsque « plus x est
proche de z, plus f(z) est proche de ¢ ». C’est I'idée naturelle, mais elle ne
permet pas la mise en forme de la définition.

© La comparaison balistique est parlante : on veut que notre projectile f(z) puisse
arriver aussi pres que I'on veut de I'objectif /, méme si 'on n’est pas capable de
tomber « pile » sur lui. On sera satisfait dans la situation suivante « quelle que
soit la cible, aussi petite soit-elle, autour de ¢, on peut trouver une fenétre initiale
autour de x, permettant de tomber dans la cible arrivée ».

4 La définition rigoureuse de la limite va donc fixer d’abord une condition & I'arri-
vée, qui sera un intervalle « cible » de centre /, et ensuite en déduire un intervalle
«départ » de centre z, permettant aux valeurs f(x) d’arriver dans la cible.

€ Dans la notion de limite, x, et/ou £ sont des nombres réels ou bien +oo. Toute-
fois, les définitions quantifiées sont Iégerement différentes suivant ces cas de
figure.

@ Lexpression « au voisinage de x, » signifie dans un intervalle de centre x,, mais
o est généralement exclu dans cette fiche.

T—rT0

9 Définition de lim f(z) = / oli 2y et / sont des réels

La fonction f tend vers le réel £ quand = tend vers z, lorsque I'on a :

ool <oy g <e

(Ve > 0) (3o > 0) telque { vtz

@ Le cas intéressant de limite est lorsque f n’est pas définie en x,. On exclut donc
ce point x, de l'intervalle de départ, quel que soit le cas de figure.

Exemple 1: La fonction f :  — (sinx)/z est définie sur R* seulement, mais elle
tend vers 1 quand x tend vers 0.

@ Démonstration en ligne

Limites finies |

25



26

@J Japprends en ligne

www.lienmini.fr/dmanalyse3

A

[FI i%l:

[.lIF"E

Méthodologie

Bien comprendre que I'on fixe d'abord le « £ arrivée », et que I'on cherche ensuite un « o de

départ » qui convient. On ne cherche pas le meilleur v possible, cela n'a pas de sens en
général, on se contente d'un trouver un qui convienne.

@ En bon francgais, et en termes de voisinages, la définition est : on dit que f(z)
tend vers ¢ quand z tend vers x, lorsque pour tout voisinage de ¢ il existe un
voisinage de x, qui (z, étant exclu) s’envoie entierement par f dans ce voisinage
arrivée autour de /.

Exemple 2 : La fonction f définie sur R* par f(z) = z?sin(1/z) tend vers 0 quand
x tend vers 0. Sachant que sinx € [—1,1], on a ‘xz sin(1/z) — 0‘ < |z|?. Soit ¢ positif

donné : nous cherchons un « positiftel que 0 < |z| < « implique

o sin(l/m)—O‘ <

e. Si 'on impose |z|? < ¢, ( z?sin(1/x) —

0‘ < €. Une valeur de a qui convient estdonc a = \/E, mais toute valeur strictement
positive inférieure convient encore.

Exemple 3.a : La fonction f définie sur [—3, + oo[ par f(z) = vz + 3 tend vers 2
quand z tend vers 1. En multipliant (et divisant) ‘\/x—+3 — 2‘ par la quantité conju-

|
2 + v
grand que 2. On a donc ‘\/x +3- 2‘ < |:z: - 1|/2. Soit ¢ positif donné : nous cher-

guée, on obtient ‘\/x +3 2‘ oU le dénominateur est toujours plus

chons un « positif tel que 0 < |z — 1| < « implique ‘\/m+3 — 2‘ < e. Si nous
imposons |z — 1|/2 < ¢, alors nous avons ‘\/x +3 - 2‘ < e. Il suffit de prendre
o = 2¢.

@ La grande idée de simplification des calculs est la suivante :

Méthodologie

Soit C'(z) une quantité compliquée que I'on veut rendre plus petite qu'un nombre e
donné. Supposons que I'on ait trouvé une quantité simple S(z) telle que C'(z) < S(z).
Alors si nous imposons que S(x) soit plus petit que &, nous aurons a fortiori C'(z) < e
puisque C(z) < S(z) < €

€ Attention, une fonction quelconque n’a aucune raison d’admettre une limite en
un point.

Exemple 4 : La fonction f : 2 € R* — z/|z| n’a pas de limite quand x tend vers 0 :
elle est égale a —1 pourz < 0eta 1 pourz > 0.
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e Définitionde lim f(z) = ( ol ( est un réel

r—300

4 Unvoisinage de +oc est une demi-droite | A,+oc[, ol 'on peut toujours supposer
A > 0 et méme «trés grand ». La définition quantifiée de lim f(x) = ¢ est:
T —+00

[(Ve>0)(EIA>O) telque (x> A —s |f(2)— 0 <o) )

4 Unvoisinage de —cc est une demi-droite | —oo,A[, ol 'on peut toujours supposer
A < 0, trés grand en valeur absolue. La définition quantifiée de lim f(z) =/¢

est:
C(Ve>0) (3A<0) telque (z<A =|f(z)—{]<e) )
. 3x—1 5 .
Exemple 5.a: lim =3.0nalf(z) -3 = , en se limitant aux z > 2.
z—too T — 2 r—2

Pour avoir

5
5 <& il suffit d’avoir x > 2+45/¢, et A = 2+ 5/ convient. De méme,

avec A =2 —5/¢, on montre que lim f(z) =3.
T ——00

Méthodologie

Dans la suite de |a fiche, on notera x, que I'on soit en un réel ou en £oo. Si l'on est a
I'infini, on remplacera le voisinage |z, — a,zo + [ par ] A, + co[ ou | — oo, Al.

o Du bon usage des ¢ et des &

& C’est majoritairement dans les questions théoriques que I'on utilise la définition
quantifiée de la limite en un point. Sur les exemples pratiques, on utilise les
opérations élémentaires qui seront détaillées plus loin. Elle sert aussi a montrer
par I'absurde qu’une fonction n’a pas de limite.

Méthodologie

La définition avec < et o suppose que I'on connaisse a priori la valeur de la limite, par
exemple qu'on I'a devinée ou qu'on nous I'a donnée.

@ Exemple 6 en ligne

© La quantité o que I'on arrive a calculer dépend toujours de ¢. Plus cet ¢ sera
« petit », plus « sera petit lui aussi. La définition dit que I'on peut prendre € quel-
conque, mais en pratique, il est moralement tres petit...
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¢ Traditionnellement, on prend des inégalités strictes |z —z,| < aet|f(z)—{| < e.
Mais on peut travailler avec des inégalités larges, aucun souci.

@ Connaitre une valeur de a en fonction de ¢ peut avoir un intérét en terme de
contréle d’erreur : si I'on veut savoir a partir de quel moment une mesure f(x)
approche une valeur théorique ¢ a moins de ¢ prés, l'intervalle |z, — a,z¢ +
donne une idée.

Exemple 3.b :Si 0.998 < x < 1.002, 'exemple 3.a nous dit que 1.999 < Vx + 3 <
2.001. Si I'on accepte une erreur de 0.001 sur le résultat, alors une incertitude de
0.002 sur x est acceptable.

e Propriétés des limites finies

€ Personne n’ajamais douté de ces propriétés logiques et qui semblent évidentes,
mais il est bon de les énoncer clairement.

€ Unicité de la limite en z, :

CThéor‘eme 1. Si f admet une limite £ quand = tend x, alors cette limite est unique. )

On ne peut pas étre «tres voisin » de deux nombres différents. La démonstration,
donnée en ligne, est fondamentale, et doit étre bien maitrisée.

@ Démonstration en ligne

@ Si f admet une limite finie £ quand z tend vers z,, alors elle est bornée au voi-
sinage de x,.
Démonstration. En prenant ¢ = 1, on trouve un intervalle |z, — o,z + «f sur
lequel £ — 1 < f(z) < £+ 1:lafonction est minorée et majorée au voisinage de
Tg.

@ Signe de la limite en z,, deux énoncés :

Théoreme 2. Si f admet une limite strictement positive quand x tend vers x, alors f est
strictement positive au voisinage de z,.

Démonstration. Soit £ = lim f(x) > 0, et écrivons la définition de la limite avec

Q)—):Z)O
e = £/2. Il vient un intervalle |z, — a,z, + af sur lequel nous avons ¢ — (/2 <
f(z) < £+1/2, ce quiimplique que f est strictement positive dans cet intervalle.

Théoreme 2 bis. Si f est positive ou nulle au voisinage de x,, et si elle admet une limite
finie £ en x,, alors ¢ est positive ou nulle.

Démonstration. Si la limite était strictement négative, alors f serait strictement
négative au voisinage de z,, ce qui n’est pas.
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Point Danger

Il arrive que f soit strictement positive au voisinage de x,, mais que sa limite en z soit
nulle. Par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent larges.

Exemple 7 : La fonction z €]0,7/2[U]|7/2,7[ — cos? z est strictement positive, mais
sa limite en 7/2 est nulle.

@ Le signe de la limite se généralise : soient A,B deux constantes telles que A <
f(z) < B au voisinage de x,. Si f admet une limite £ en z,, alors A < { < B.

@ Si f tend vers ¢ quand z tend vers z,, alors la fonction | f| tend vers |¢| quand
x tend vers x,. Cela vient de la majoration ‘|f(x)| - |£|‘ < |f(xz) — £|. Mais la

réciproque est fausse : la fonction f égale a —1 sur | — 00,0[ et égale a 1 sur
10, + oo n’a pas de limite quand « tend vers 0, alors que | f|, constante égale a
1, tend vers £ = 1 quand z tend 0.

Méthodologie
Tous ces résultats « évidents » servent essentiellement dans les raisonnements théoriques.

0 Continuité en un point

© La fiche 5 sera consacrée a cette notion fondamentale, mais nous en avons
besoin ici, et ce n’est pas une notion compliquée au départ.

Soit f une fonction définie au voisinage de x, le point z, étant inclus. On dit que f est
continue en x, lorsque f(z) = lim f(x).
It—)(to

& Cette définition signifie donc deux choses (i) la fonction f admet une limite
quand x tend vers x, (i) cette limite est égale a f(z,). Avec des quantificateurs
la continuité en x, s’écrit

[ (Ve > 0)(3a > 0) tel que (|:17 — 2| < a = |f(z) — f(z0)] < 5) j

Méthodologie

Une fonction continue en z, ne présente pas de « saut » en ce point. On peut tracer son
graphe sans « lever le crayon » au point Mg (2, f()).

€ Quand une fonction n’est pas continue en un point, on dit qu’elle y présente une
discontinuité.
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Exemple 8.a : La fonction définie sur R* par f(x) = sin(1/x) est continue en tout
point 25 non nul. Prenons par exemple x, > 0. La formule sinp — sing = 2sin[(p —
q)/2] cos[(p+q)/2] etles inégalités | sin u| < |u| et| cosu| < 1donnentla majoration

l' — .’L'()
£0)— feal <[5 - | =
Exemple 8.b : En prenant = dans l'intervalle ]z,/2,3z,/2[, on est certain que x ne

prend pas la valeur 0 et que 1/|z| est majoré par 2/x,. Il en résulte que |1/x — 1 /x|
est plus petit que 2|z — x,|/z2.

Jallao]

Exemple 8.c : Dans I'intervalle |z,/2,3z,/2[, nous avons donc | f(z) — f(xo)| < 2|z —
To|/x2. Si nous imposons |z — x| < ex2/2, alors nous avons | f(z) — f(z,)| < . Le
nombre « trouvé dépend clairement de ¢ et du point x.

@ Exemple 9 en ligne

© Toutes les fonctions « classiques », polynémes, fractions rationnelles, racine car-
rée, exponentielle, logarithme, sinus, cosinus ... sont continues en tout point ou
elles sont définies, ainsi que leurs sommes, produits, quotients, composées.

Méthodologie

Dans la solution d'un exercice, on écrit simplement que f est continue en x, comme
composée de fonctions continues. On ne le redémontre pas, mais on le dit.

o Prolongement par continuité en un point 7

@ Il arrive souvent que I'on travaille avec une fonction f définie au voisinage d’un
point x, mais a priori non définie au point z,, et admettant une limite ¢/ quand =
tend vers xg.

On prolonge alors par continuité la fonction f en = = z, en posant f(z,) = ¢. La fonction
ainsi prolongée se note encore f, et elle est continue en z,.

Exemple 10 : Soit f : R* — R définie par f(x) = (sinx)/x pour x # 0; comme
on sait que f tend vers 1 quand « tend vers 0, on pose f(0) = 1 pour obtenir une
fonction définie continue sur R tout entier.

Méthodologie

Prolonger une fonction par continuité en a, revient simplement a « réparer un oubli » fait
au moment de la définition.

Exemple 11: Soit f : R* — R définie par f(z) =
sur 'exponentielle impliquent que f tend vers 1 quand x tend vers 0. On prolonge
donc f par continuité en 0 en posant f(0) = 1. On a maintenant une fonction définie
sur R, et continue en chaque point.

. Les résultats classiques
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0 Théoréme d'encadrement (gendarmes)

Théoreme 3. Soient f,g,h trois fonctions définies au voisinage de x, sauf peut-étre en
o, telles que f(z) < g(z) < h(z) pour tout z de ce voisinage. Si f et » admettent la
méme limite ¢ quand x tend vers x,, alors ¢ tend aussi vers ¢ quand x tend vers x.

@ Démonstration en ligne
Exemple 12 : Sachant que —|z| < zsin(1/z) < |z| pour tout z € R*, on peut
conclure avec le théoréme d’encadrement que Iimomsin(l/x) =0.

z—

3 sin 3z —1
Exemple 5.b : Soitg : © — u Comme —1 < sinx < 1,on a * <

r—2 r—2 =
3 sin 3 1
vtsine <2 + pour tout z > 2. Lexemple 5 (pour I'inégalité de gauche) et un

T —2 T —
calcul analogue pour celle de droite, montrent que g tend vers 3 quand x tend vers
+00.

o Opérations sur les limites finies

& Dans ce paragraphe, f et g sont définies au voisinage de z,, sauf peut-étre en
To, et admettent les limites respectives ¢, et £, quand x tend vers x,.

Zo-

[ La somme f + g tend vers ¢, + ¢, et le produit f x g tend vers £, x £, quand x tend vers j

@ Démonstration en ligne

@ La démonstration du produit demande un cas particulier trés important :

Soit f et ¢ définies au voisinage de x,, sauf peut-étre en x,, telles que f tende vers 0 quand

x tend vers z, et que g soit bornée au voisinage de x,. Alors le produit f x g tend vers 0
quand z tend vers z,.

@ Démonstration en ligne

@ Le quotient demande plus de précautions, car le dénominateur ne doit pas s’an-
nuler :

Si ¢, # 0, alors le quotient f/g est défini au voisinage de =, sauf peut-étre en z,, et tend
vers ¢, /¢, quand x tend vers .

@ lly ale cas particulier de I'inverse : si lim f(z) = ¢ est non nulle, alors l'inverse

T—x()

1/f tend vers 1/¢ quand z tend vers x.
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@ Démonstration en ligne
4 4-—sinz
32° +4x —sinz +4 3+§+
2 _ B 1 cosz
T xr + COsSx 1— ; + =
cette fonction est bien définie au voisinage de +o0, et les théoremes sur la somme,
le produit, le quotient et 'encadrement permettent de conclure qu’elle tend vers 3
quand z tend vers +oc.

Exemple 13 : En écrivant , on vérifie que

@ Les résultats précédents s’appliquent au cas des fonctions continues en z :

Si f et g sont continues en x,, alors la somme f + g et le produit f x g sont continues en
xo. Si g(xo) # 0, alors le quotient f /g est défini au voisinage de =, et continu en ce point.

@ Composition des limites

@ Rappelons que la composée g o f est définie par (go f)(z) = g(f(a:)).

Théoreme 4. Si la fonction f admet la limite ¢ quand = tend vers x, et si la fonction ¢
est continue en = = ¢, alors la fonction composée g o f tend vers g(¢) quand x tend vers
Zo-.

Démonstration. Soit € positif donné, et soit I'intervalle |g(¢) — ,9({) 4 ¢[. D’aprés
la définition des limites, il existe un intervalle |¢ — §.£ + B[ qui s’envoie entiére-
ment par la fonction g dans cet intervalle arrivée autour de g(¢). Considérons
maintenant cet intervalle |¢ — 5,0 + §[ comme intervalle arrivée pour la fonc-
tion f : il existe un intervalle |z, — a,xy + a] qui s’envoie par f dans l'intervalle
¢ — 3, + B[. Par composition, I'intervalle |z, — o,z + o[ s’envoie par g o f dans
Iintervalle final Jg(¢) — €,9(¢) + €[.

Remarque : dans la définition d’une limite en un point x,, la fonction n’est pas
toujours définie en x,. Ici nous sommes obligés de supposer que g est définie
continue en / car il est possible que f prenne la valeur ¢ de sa limite pour cer-
taines valeurs de z.

@ Le théoréme 4 s’énonce plus simplement avec deux fonctions continues : si f
est continue en x, et g continue en f(z,), alors la composée g o f est continue
en ry.

Exemple 14 : Soit ¢ définie sur R* par ¢(z) = %. La relation 1 — cosz =

sin®(z/2) 1sin®*(z/2) 1 (sin(x/2)>2
72 2 (x/2)2 2\ /2 '

Nous avons donc ¢ = hogo f avec f : x — x/2, g définie par g(u) = sinu/u (et

g(0) =1)eth : v — v?/2. Quand x tend vers 0, f(z) tend vers 0; quand u tend vers

0, g(u) tend vers 1 et quand v tend vers 1, h(v) tend vers 1/2. Deux applications du

théoréme donnent Iiﬂp0 ¢(x) = 1/2. On notera que les trois fonctions utilisées sont

2sin*(z/2) permet d’écrire ¢(z) = 2

continues aux points considérés.
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m Limite a droite, a gauche de 7

@ Les définitions de limite données aux paragraphes précédents s’appliquent
quand on travaille au voisinage d’un point z,, c’est-a-dire que x peut tendre vers
T aussi bien en étant plus petit que z, (on dit a gauche de x,) qu’en étant plus
grand que x, (a droite de x,). Parfois, lors de I'étude d’une fonction au voisinage
de z,, on s’intéresse uniquement aux valeurs de x supérieures (ou inférieures)
a z,. Il faut alors donner une définition de la limite ne faisant intervenir qu’un in-
tervalle de la forme |zo — ,z:0[ OU | 20,20 + [ @u lieu de I'intervalle |zo — o,z + .

La fonction f tend vers ¢ quand z tend vers z, a droite lorsque
(Ve > 0) (3 > 0) tel que (z €]zg,xo + | = | f(z) — £| < &).
On note ¢ = Jim f(z)oul = Iim+ f(z)

r>xz( T

@ On a une définition analogue quand x tend vers x, a gauche, en utilisant I'inter-
valle z €]z — a,z0].

Point Terminologie

« A droite de z, » se dit aussi « z, par valeurs supérieures » et «  gauche de z, » se dit
aussi « x, par valeurs inférieures ».

@ Une fonction admet une limite en z, si et seulement si elle y admet une limite a
droite et une limite a gauche, et que ces deux limites sont égales.

@ Les notions de continuité en un point et de limite a droite ou a gauche donnent
naissance a la notion de continuité a droite ou a gauche d’une fonction f en un

point x :
1. Si f estdéfinie sur un intervalle [z4,z,+ k[, on dit qu’elle est continue a droite
de z lorsque f(zo) = lim f(z).
I—)Ia—
2. Si f est définie sur un intervalle |z, — h,z], on dit qu’elle est continue a
gauche de x lorsque f(z,) = lim f(x).
T—ay

€ Une fonction est continue en z, si et seulement si elle est continue a droite et &
gauche de x.

Méthodologie

La notion de limite a droite et a gauche intervient surtout avec les limites infinies, quand le
dénominateur de f s'annule en z, a voir dans la fiche suivante.
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@ La fonction partie entiére

@ |l s’agit du meilleur exemple de limite finie a droite et a gauche. Cette fonction
doit étre parfaitement maitrisée.

Pour tout réel z, on appelle partie entiére de = le plus grand entier inférieur ou égal & ; on
le note [z] ou E(x). Il est caractérisé par I'encadrement E(z) < x < 1+ E(x).

@ Sur chaque intervalle [n,n + 1[ ol n est un entier relatif on a donc E(z) = n.
Valeurs exemples : on a E(3) = 3, E(3.67) = 3, E(0) = 0, E(0.87) = 0,
E(—0.87) = —1, E(—3.65) = —4, B(—4) = —4...

# La fonction E(z) est constante au voisinage de chaque réel non entier. Si n
est un nombre entier on a E(z) = n a droite de n (sur l'intervalle [n,n + 1[) et
E(x) =n — 1 agauche de n (sur I'intervalle [n — 1,n]).

@ Entout point entier n la fonction partie entiére admet une limite & gauche égale
an —1etunelimite a droite égalean: Iim E(z)=n—1et Iim+ E(z) =n.

T—=nT T—n

@ La courbe représentative est une réunion de segments horizontaux. Pour cha-
cun, 'extrémité gauche (marquée par un e) est incluse mais I’extrémité droite est
exclue. En terme de continuité, la fonction partie entiére est continue en tout z,
non entier relatif, est continue a droite de tout x, entier relatif, et n’est jamais
continue a gauche d’un z, entier relatif.

@ Cas des fonctions monotones sur un intervalle

@ Dans le cas d’'une fonction monotone sur un intervalle ]a,b|, avec a = —oo et/ou
b = +o0 autorisés, on a un théoreme théorique affirmant I'existence de limites
finies, sans que I'on puisse donner leurs valeurs.

Théoreme 5. Soit f une fonction monotone sur ]a,b[. En tout point 24 €]a,b[, f admet
une limite a droite et une limite a gauche.

34 | Limites finies



@ Démonstration en ligne
@ Cette démonstration nous dit entre autre que si f est croissante,ona lim fx) <

:c—)za
flzg) < Iim+ f(x), et que si f est décroissante, on a lim f(z) > f(zo) >
Tz z%za
lim ).

Exemple 15 : La fonction partie entiere, croissante de facon évidente sur R, a une
limite a droite et une limite a gauche de chaque point.

© Aux extrémités a et b de l'intervalle, on a les résultats suivants, aussi consé-
quences de la preuve du théoreme 5 :

Si f est croissante et minorée sur ]a,b|, elle admet une limite finie en a™*.

Si f est croissante et majorée sur Ja,b[, elle admet une limite finie en b™.

Si f est décroissante et majorée sur ]a,b[, elle admet une limite finie en a™.

Si f est décroissante et minorée sur |a,b|, elle admet une limite finie en b~.

Dans les quatre cas de figure, si la fonction n’est pas majorée ou minorée,

elle tend vers —oo ou vers +ooena’ ou b

GIERENES

Méthodologie

On n'a pas besoin de ces résultats quand on étudie une fonction explicite. lls servent dans
les démonstrations théoriques.

Exemple 16 : Soit f croissante et majorée sur Ja,b[, a priori non définie en x =
b. Comme elle admet une limite finie £ a gauche de b, on peut la prolonger par
continuité en b en posant f(b) = /.

Récapitulatif : comment calculer la majorité
des limites finies

@ Faisons le tour des techniques de calcul d’une limite explicite. Lutilisation de la
définition avec € et a est quasiment réservée aux démonstrations théoriques.
Les cas possibles sont :

1. Le cas banal ou la fonction f est continue en xz, et la limite est f(z,). On
fait une phrase pour justifier cette continuité ou bien on dit que I'on a des
sommes, produits, composées de limites et on conclut.

2. Le cas ou I'on encadre une fonction « compliquée » par deux fonctions plus
« simples » ayant la méme limite, et le théoreme des gendarmes.

3. Le cas ou l'écriture de f, tout en faisant intervenir des fonctions continues
en xy, ne permet pas de conclure si f admet une limite en x,. Pour f(x) =
T 4+ sinx
3z —sinx
sont continus en z = 0, mais il y a un probleme pour le quotient. Le probleme
vient d’'une mauvaise écriture de f, il faut modifier cette écriture comme on
peut. On parle de forme indéterminée.

Exemple 17 : On écrit f(z) = % en simplifiant en haut et en bas par z. On

fait apparaitre la fonction ¢ définie par ¢(x) = sinz/x pour z # 0 et ¢(0) = 1: cette

en 0 (voir exemple 17 ci-dessous), numérateur et dénominateur
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1+¢

fonction est continue en x = 0, et la fonction f = 3

est définie au voisinage

de z = 0, continue en z = 0 comme quotient de telles fonctions. Notre limite est

1+ ¢(0)

simplement ——~= = 1.
3—9(0)
4. Le casou f est définie par deux expressions différentes a droite et a gauche
de xy. On regarde s’il y a une limite a droite et une limite a gauche, et si elles
sont égales.

Exemple 18 : Soit f définie par f(x) = sinz/x pour z < 0 et f(z) = cos 2z pour
x>0.0na lim f(z)=1etaussi Iim+ f(x) = 1. La fonction admet la méme limite
r—0" x—0
a droite et a gauche de 0, et donc Iim0 f(x) = 1. On la prolonge par continuité en 0
en posant f(0) = 1.
5. Le cas des limites en +o0, qui font presque toujours intervenir les « formes
indéterminées ». On verra les techniques dans la fiche suivante.
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@J Je m’entraine en ligne

Exercices supplémentaires 5,6,8
www.lienmini.fr/exanalyse3
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Cqﬁ désigne la fonction définie par ¢ (=) = (sinz)/x pour = # 0 et ¢(0) =

L. T+ 2
Trouver un majorant et un minorant évidents de 5
x

2243z +5
T +5

sur [—1,1]. En déduire, pour

chaque e > 0,un o > 0 tel que |z] < & = — 1| < ¢ et conclure.

Soit f :  — x4 1/2. Montrer, avec la définition, que lim f(z) = 2.0n commencera
T—

par choisir un intervalle |1 — h,1 + h[ ne contenant pas 0 et trouver un M > 0 tel
que |f(z) — 2| < M|x — 1|? sur cet intervalle.

En revenant a la définition de la limite et de la continuité, montrer que la fonction
racine carrée est continue en x, = 4. On pensera a la quantité conjuguée.

N 2x 4+ 3+ sinz
En revenant a la définition avec ¢ et A, montrer que B

r—1

lim =2.0n
T—+o00

donner une expression de A en fonction de .

Les limites a calculer ici sont toutes finies, mais on doit modifier I’écriture de chaque
fonction en utilisant la quantité conjuguée ou la fonction ¢. On utilisera aussi 1 —
cos2a = 2sin*a. Ce sont des premiéres approches des formes indéterminées,
vues plus en détail dans la fiche suivante.

Vid+r—1

1.

2.

m —
z—0 1 — cos 6z
. sSindx

lim
z—0 tan bx
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Les quantités = + 2 et z + 5 sont positives, sur [—1,1], avec z + 2 < = + 5. Le quotient est

22 +3x+5
z+5

— 1’ < ¢, il suffit donc de réaliser || < e. On peut prendre o = &,

donc compris entre 0 et 1. On a ainsi ‘ sur [—1,1].

22 +3zx+5

z+5
a condition de se limiter a € < 1, de facon a rester dans [—1,1] pour que la majoration ait
z*+3x+5

un sens. On vient de montrer, via la définition, que lim ————— = 1. Ce résultat est
xz—0 T+ 5

évident par ailleurs, puisqu’on a une fonction continue en x = 0, avec f(0) = 1.

Ona f(z) —2 = (x — 1)°/x. En se placant sur ]1/2;3/2[,ona 0 < f(z) — 2 < 2(z — 1)?,
puisque 1/ < 2. Pour avoir |f(x) — 2| < &, il suffit donc d’avoir 2(z — 1)* < &, & savoir
|z — 1] < 4/&/2. On peut prendre o« = +/£/2, en prenant e « petit » pour rester dans
11/2;3/2].

2 \/Z)
On écrit — V4 = (V)" —( = On en déduit |\/z — 2| < |z — 4|/2,
vz e VE =2l < |o - 4)
puisque y/z + 2 > 2 pour tout z > 0, et donc au voisinage de 4. Soit ¢ > 0 : pour avoir
[vZ — V4| < &, il suffit de réaliser |z — 4| < 2¢. La valeur a = 2¢ convient, et on vient de

montrer que Iim4 VI = V/4. On a la définition de la continuité en z = 4.
T—

ona|f(@) -2 = |=
compris entre —1 et 1. L|m|tons—nous aux x > 1, puisque I'on fait tendre x vers +oo. Pour

avoir |f(z) — 2| < e, il suffit de réaliser 6/(x — 1) < ¢, soitz > 1 4 6/e. On peut donc
prendre A =1+ 6/¢.

Numérateur et dénominateur s’annulent au point o donné dans chaque cas : on a des
formes indéterminées.

—1(=|x|x

Pour avoir

5+smx

, quantité inférieure ou égale 6/|x — 1|, puisqu’un sinus est

V12 -1
1. On utilise b — a = — Vb a + V/b) pour écrire a(z) = (7 soit
1
a(xr) = ———. Le dénominateur tend vers 2 et le quotient vers 1/2.
(#) = Va1 /
2. Méme principe:on écrity/2x + 1—3 = M etvVz —2—V2 = :67_4
’ ’ V2r+1+3 V=242

V=242
vV2z + 143

dénominateur vers 6, et le quotient tend donc vers 2v/2/3.

La simplification par z — 4 donne b(x) =2 . Le numérateur tend vers 2\/5, le
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)
sin® x

3. Onécrit1 — cos b6z = 2sin” 3z, eton a c(z) = S?3s" On écrit ensuite sinx = z¢(x)
sin“ 3z

et sin 3z = 3z¢(3z). Lélévation aux carrés, suivie d’'une simplification par z> donne c(z) =

$(x)?

%9 % ¢(32)7" La limite classique de ¢ en 0 donne finalement lim c(x) =1/18.

in4
4. Méme principe que (c), en commengcant par d(z) = cos 5z X :: 590, puis d(x) = cos 5z X
xXr
4¢(4
5;252 . La limite est donc égale a 4/5.
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OUR
Limites infinies et formes

indéterminées

[ MOTS-CLES : LIMITE INFINIE, « 00 — 00, «00,/00», €0/0», «0 x 0o,
LIMITES CLASSIQUES ]

o Définition de lim f(z) = o0

T—X0

© Laformulation en bon francais est la méme que pour les limites finies, en rempla-
cant le voisinage de ¢ par un voisinage de +o00, a savoir une demi-droite | B,+ oo
ou de —o0, & savoir une demi-droite | — 00, B].

La fonction f tend vers +oo quand z tend vers z, lorsque
— Il <

T # x

(VB > 0)(3a > 0) tel que {'x — f(z) > B.

Exemple 1:Ona lim = +-oo0. Il suffit de prendre |z — 1| < 1/+/B pour avoir

x—1 (.Z' — 1)2
f(z) > B.Onprend a = 1/V/B.

& De méme, f tend vers —oo quand z tend vers x, lorsque

l# = o] <a — f(z) < B.

(VB < 0)(3a > 0) tel que { o

Méthodologie

En pratique, il est rare qu'une fonction tende vers +oo quand z tend vers z, a droite et a
gauche. En général, elle tend vers +oc d'un coté de z, et vers —oco de l'autre. Les
définitions suivantes sont donc plus utiles.

9 Limite infinie quand z tend vers 1 a droite

La fonction f tend vers +oo quand z tend vers z, a droite lorsque )
(VB> 0)(3a>0) telque (x €]zg,xo+a] = f(x)> B). )
La fonction f tend vers —oo quand = tend vers z, a droite lorsque )
(VB < 0)(3a>0) telque (z €]zo,xo+a] = f(x)< B). )

4
Exemple 2.a : On a lim > B (avec
z—2+ T — xr—2

B > 0), il suffit d’avoir 0 < x —2 < 4/B:onprend a = 4/B.

= 4o00. En effet, pour rendre
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5+ sin
Exemple 2.b : On a Iim+ +—2x = +00. Sachant que sinx est compris entre —1
T—2 X —
5 + sin 4
etl,ona6 > 5+ sinx > 4. Pour rendre +—2x > B, il suffit d’avoir 5 > B.
T — T —

On prend donc o = 4/ B comme précédemment.

Méthodologie

Pour rendre une quantité « compliquée » C'(z) plus grande que B, il suffit de trouver une
quantité « simple » S(z) telle que C'(x) > S(z) et de réaliser S(z) > B.

e Limite infinie quand z tend vers 1 a gauche

4 La fonction f tend vers +oc quand = tend vers x, a gauche lorsque

L (VB> 0)(3a>0) telque (z€]zg— a,zo] = f(x)> B).

4 La fonction f tend vers —oo quand x tend vers x, a gauche lorsque
(VB <0)(3a>0) telque (z€)zg—a,zo] = f(x) < B).

N

4
Exemple 3.a : On a lim = —o0. En effet
z2— T — 2 T —

x— 2 < 0)équivautencore a4/B < x — 2,soitdonc2+4/B < x < 2.

< B (avec B < 0 et

Point Danger
Attention aux manipulations d'inégalités avec des nombres négatifs, quand on multiplie ou

divise.
5+ sin
Exemple 3.b:Ona lim +—2x = —o00. Sachant que sin x est compris entre —1
T—27 X —
6 54 si 4
etl,ona4 < 5+ sinz < 6 et < tsinz < pour x < 2. Pour
r—2 r—2 r—2
5+ sinz . - .
rendre ——5 < B (avec B < 0), il suffit d’avoir 4/(z — 2) < B. On prend donc
T —

24+ 4/B < x < 2 comme précédemment. Dans ces deux exemples, on prend
« = —4/B, qui est bien positif.

Méthodologie et Danger
Utiliser la définition quantifiée d'une limite égale a —oo introduit de gros risques d'erreur.

Limites infinies et formes indéterminées | 41



g ALY

Ce livre regroupe I'ensemble de I'analyse enseignée en L1-L2
et au sein des CPGE. Véritable outil pratique, ses 40 fiches
mettent en valeur toutes les notions importantes que les
étudiants doivent maitriser.

O Dansle livre: O En fiches téléchargeables

, facilement accessibles :
® L'ensemble

des énoncés de cours ¢ ®Lamajorité

) ) des démonstrations
® Les démonstrations

essentielles ¢ ®Desexemples et des
: exercices corrigés

° 3 i
Des exemples supplémentaires

et des exercices corrigés
¢ ®Llensemble des
: problémes récapitulatifs

Ce livre est aussi une excellente base pour s’entrainer
a la préparation aux concours de 'enseignement.

e |’auteur
Frangois Cottet-Emard a enseigné 'analyse a I'Université
de Paris-Saclay en licence. ===

exercices de

9 “ 782807

328518

COMIMIENCEr
sa licence

DE LA TERMIMALE
AUX ETUDES SUPEREELRES
o

L1 L1

12 12

CAPES  CAPES

ANALYSE

EN 40 FICHES

Résumés de cours

Francois Cottet-Emard

N 40 FICHES

Francois
Cottet-Emard

+ de 140 exercices corrigés

Méthodologie et conseils

ANALYSE®

+ EN LIGNE

—

Exercice corrigés, problémes,
démonstrations

oooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooooooo



	Page vierge



